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•  Princeton’s	  class	  notes	  on	  dynamic	  
programming	  

•  Berkeley’s	  class	  notes	  on	  dynamic	  
programming	  

•  RPI’s	  class	  notes	  on	  dynamic	  programming	  



•  Bellman:	  pioneered	  the	  systema9c	  
study	  of	  dynamic	  programming	  in	  
the	  1950s.	  	  

•  Etymology:	  
	  	  	  	  Dynamic	  programming	  =	  planning	  over	  9me	  
	  	  	  	  	  Secretary	  of	  Defense	  was	  hos9le	  to	  	  	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  mathema9cal	  research	  
	  	  	  	  	  Bellman	  sought	  an	  impressive	  name	  to	  avoid	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  confronta9on	  



•  Greed:	  build	  up	  a	  solu9on	  incrementally,	  
myopically	  op9mizing	  some	  local	  criterion	  (hill	  
climbing)	  

•  Divide-‐and-‐conquer:	  Break	  up	  a	  problem	  into	  
two	  sub-‐problems,	  solve	  each-‐sub	  problem	  
independently,	  and	  combine	  solu9ons	  to	  sub-‐
problems	  to	  form	  solu9on	  to	  original	  problem	  
(binary	  search)	  

•  Dynamic	  programming:	  break	  up	  a	  problem	  into	  
a	  series	  of	  overlapping	  sub-‐problems,	  and	  build	  
up	  solu9ons	  to	  larger	  and	  larger	  sub-‐problems.	  	  



Areas	  
•  Bioinforma9cs	  
•  Control	  theory	  
•  Informa9on	  theory	  
•  Opera9ons	  research	  
•  Computer	  science:	  theory,	  graphics,	  AI,	  
systems…	  



•  Unix	  diff	  command	  for	  comparing	  two	  files	  
•  Viterbi	  for	  hidden	  Markov	  models	  
•  Smith-‐Waterman	  for	  sequence	  alignment	  
•  Bellman-‐Ford	  for	  shortest	  path	  rou9ng	  in	  
networks	  

•  Cocke-‐Kasami-‐Younger	  for	  parsing	  context	  
free	  grammars	  

















Solve	  OPT(i,	  w)	  for	  every	  i	  and	  w	  gradually,	  starOng	  from	  lowest	  i	  and	  w	  
UnOl	  reaching	  the	  largest	  i	  and	  w.	  	  





Fill	  the	  matrix	  row	  by	  row	  



A	  directed	  graph	  
Find	  shortest	  path	  from	  S	  to	  	  
other	  nodes	  

Lineariza9on	  of	  the	  graph:	  nodes	  
are	  arranged	  on	  a	  line	  and	  all	  edges	  go	  	  
from	  le[	  to	  right.	  	  
	  



•  dist(v):	  the	  distance	  of	  the	  shortest	  path	  to	  
any	  node	  v.	  	  

•  Find	  dist(D)	  assuming	  the	  shortest	  distances	  
to	  all	  the	  nodes	  listed	  before	  D	  are	  known	  

•  Then	  dist(D)	  =	  ?	  



•  dist(v):	  the	  distance	  of	  the	  shortest	  path	  to	  
any	  node	  v.	  	  

•  Find	  dist(D)	  assuming	  the	  shortest	  distances	  
to	  all	  the	  nodes	  listed	  before	  D	  are	  known	  

•  Then	  dist(D)	  =	  min{dist(B)	  +	  1,	  dist(C)	  +	  3}.	  	  
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Widely	  used	  in	  bioinformaOcs,	  natural	  language	  processing,	  speech	  recogniOon	  

Mismatch	  cost:	  1;	  	  	  	  	  	  	  	  gap	  cost:	  1	  



•  The	  -‐	  indicates	  a	  gap;	  any	  number	  of	  these	  can	  
be	  placed	  in	  either	  string.	  The	  cost	  of	  an	  
alignment	  is	  the	  number	  of	  columns	  in	  which	  
the	  leeers	  differ.	  	  

•  And	  the	  edit	  distance	  between	  two	  strings	  is	  
the	  cost	  of	  their	  best	  possible	  alignment.	  	  

•  Do	  you	  see	  that	  there	  is	  no	  beeer	  alignment	  
of	  SNOWY	  and	  SUNNY	  than	  the	  one	  shown	  
here	  with	  a	  cost	  of	  3?	  



•  Edit	  distance	  is	  so	  named	  because	  it	  can	  also	  
be	  thought	  of	  as	  the	  minimum	  number	  of	  
edits:	  inserOons,	  deleOons,	  and	  subsOtuOons	  
of	  characters	  needed	  to	  transform	  the	  first	  
string	  into	  the	  second.	  	  

•  For	  instance,	  the	  alignment	  shown	  on	  the	  le[	  
corresponds	  to	  three	  edits:	  insert	  U,	  
subs9tute	  O	  -‐>	  N,	  and	  delete	  W.	  



•  When	  solving	  a	  problem	  by	  dynamic	  programming,	  the	  
most	  crucial	  ques9on	  is,	  What	  are	  the	  subproblems?	  As	  
long	  as	  they	  are	  chosen	  so	  as	  to	  have	  the	  property	  as	  
follows.	  

•  There	  is	  an	  ordering	  on	  the	  subproblems,	  and	  a	  rela9on	  
that	  shows	  how	  to	  solve	  a	  subproblem	  given	  the	  answers	  
to	  smaller	  subproblems,	  that	  is,	  subproblems	  that	  appear	  
earlier	  in	  the	  ordering.	  	  

•  it	  is	  an	  easy	  maeer	  to	  write	  down	  the	  algorithm:	  itera9vely	  
solve	  one	  subproblem	  a[er	  the	  other,	  in	  order	  of	  
increasing	  size.	  

•  Our	  goal	  is	  to	  find	  the	  shortest	  edit	  distance	  between	  two	  
strings	  x[1,m]	  and	  y[1,n].	  What	  is	  a	  good	  subproblem?	  



•  How	  about	  looking	  at	  the	  edit	  distance	  
between	  some	  prefix	  of	  the	  first	  string,	  x[1,	  i],	  
and	  some	  prefix	  of	  the	  second,	  y[1,	  j]?	  Call	  this	  
subproblem	  E(i;	  j)	  Our	  final	  objec9ve,	  then,	  is	  
to	  compute	  E(m;	  n).	  





	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



















•  Every	  dynamic	  program	  has	  an	  underlying	  dag	  
structure:	  think	  of	  each	  node	  as	  represenOng	  
a	  subproblem,	  and	  each	  edge	  as	  a	  precedence	  
constraint	  on	  the	  order	  in	  which	  the	  
subproblems	  can	  be	  tackled.	  	  
•  Having	  nodes	  u1;	  :	  :	  :	  ;	  uk	  point	  to	  v	  means.	  
subproblem	  v	  can	  only	  be	  solved	  once	  the	  
answers	  to	  u1;	  :	  :	  :	  ;	  uk	  are	  known..	  





•  In	  our	  present	  edit	  distance	  applica9on,	  the	  nodes	  of	  the	  
underlying	  dag	  correspond	  to	  subproblems,	  or	  
equivalently,	  to	  posi9ons	  (i;	  j)	  in	  the	  table.	  Its	  edges	  are	  
the	  precedence	  constraints,	  of	  the	  form	  (i-‐1;	  j)	  -‐>	  (i;	  j),	  (i;	  j	  
-‐1)	  -‐>	  (i;	  j),	  and	  (i-‐1;	  j-‐1)	  -‐>	  (i;	  j)	  	  



•  In	  fact,	  we	  can	  take	  things	  a	  liele	  further	  and	  put	  weights	  
on	  the	  edges	  so	  that	  the	  edit	  distances	  are	  given	  by	  
shortest	  paths	  in	  the	  dag!	  	  

•  To	  see	  this,	  set	  all	  edge	  lengths	  to	  1,	  except	  for	  (i	  -‐	  1;	  j	  -‐	  1)	  -‐
>	  (i;	  j)	  :	  x[i]	  =	  y[j]	  (shown	  doeed	  in	  the	  figure),	  whose	  
length	  is	  0.	  	  



•  The	  final	  answer	  is	  then	  simply	  the	  distance	  between	  
nodes	  s	  =	  (0;	  0)	  and	  t	  =	  (m;	  n).	  	  

•  One	  possible	  shortest	  path	  is	  shown,	  the	  one	  that	  yields	  
the	  alignment	  we	  found	  earlier.	  



•  Suppose	  then	  that	  we	  are	  given	  a	  graph	  G	  
with	  lengths	  on	  the	  edges,	  along	  with	  two	  
nodes	  s	  and	  t	  and	  an	  integer	  k,	  and	  we	  want	  
the	  shortest	  path	  from	  s	  to	  t	  that	  uses	  at	  most	  
k	  edges.	  



Find	  shortest	  path	  from	  S	  to	  T	  with	  at	  most	  3	  edges,	  4	  edges?	  



How	  to	  implement	  it?	  
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